Третяк Наталія Петрівна, вчитель математики Черкакської спеціалізованої школи І-ІІІ ступенів № 17

ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ПІДСТАНОВКИ ПРИ РОЗВ’ЯЗУВАННІ 
АЛГЕБРАЇЧНИХ ЗАДАЧ

До написання даної статті автора спонукала задача № 12, запропонована на XIV Всеукраїнському турнірі юних математиків імені професора М.Й. Ядренка. Ось ця задача. 

Розв’яжіть систему рівнянь: 
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Спроби розв’язати систему, використовуючи стандартні алгебраїчні методи, не увінчалися успіхом. І лише переписавши систему у вигляді: 
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автору вдалося побачити ,,ключ” до її розв’язання. І цим ,,ключем” була відома тригонометрична формула 
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Отже, нехай 
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. Відтак розв’язування  вихідної системи звелося до розв’язування системи:
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Звідки легко отримуємо всі розв’язки вихідної системи: 
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Перегляд відповідної літератури дозволив знайти цілу низку алгебраїчних задач, які можна розв’язати, використавши ту чи іншу тригонометричну підстановку.

Мета статті – дібрати систему задач, в яких використовуються тригонометричні підстановки, і які доцільно використовувати при підготовці учнів до різних математичних змагань.

Пропоновані нами задачі можна класифікувати так: 1) розв’язування рівнянь; 2) розв’язування систем рівнянь; 3) доведення нерівностей; 4) знаходження найбільшого і найменшого значень виразу; 5) числа і числові послідовності.
1. Розв’язування рівнянь.
Приклад 1. Розв’язати рівняння 
[image: image34.wmf]23

143

xxx

-=-

.
Розв’язання
Оскільки 
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Розв’язати рівняння можна і алгебраїчним способом.

Відповідь: 
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Приклад 2. Розв’язати рівняння 
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Покажемо, що 
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Нехай 
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Розв’язати це рівняння алгебраїчним способом для учнів не є можливим.

Відповідь: 
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Приклад 3. Розв’язати рівняння 
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Нехай 
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Нехай 
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Враховуючи розв’язання прикладу 2, одержимо:
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Розв’язати рівняння алгебраїчним методом є досить складною в технічному плані задачею.

Відповідь:
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Приклад 4. Розв’язати рівняння 
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Нехай 
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Нехай 
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Рівняння можна було б розв’язати алгебраїчно за допомогою цікавої, але неочевидної, заміни 
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. Пропонуємо читачам зробити це самостійно.

Відповідь: 
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Приклад 5. Скільки коренів має рівняння 
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Покажемо, що 
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Нехай 
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 вихідного рівняння відповідатиме один корінь 
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 рівняння 
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Помножимо обидві частини рівняння на 
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Отже, вихідне рівняння має 6 коренів.

Відповідь: 6 коренів

Завдання для самостійного розв’язування

Розв’яжіть рівняння:
1. 
[image: image114.wmf]2

2

5

1

21

xx

x

+-=

+

;
2. 
[image: image115.wmf]2

35

12

1

x

x

x

+=

-

;
3. 
[image: image116.wmf](

)

22

214281

xxx

--=-

;
4. 
[image: image117.wmf]2

2

121

21

2

xx

x

+-

+=

;
5. 
[image: image118.wmf]2

2

135

12

1

xx

x

x

+-

=

-

;
6. 
[image: image119.wmf]2

1

21

2

x

x

-

=-

;
7. 
[image: image120.wmf]2323

1

22

xx

æöæö

+-

ç÷ç÷

+=

ç÷ç÷

èøèø

;
8. 
[image: image121.wmf]2

231

x

x

=+

;

9. 
[image: image122.wmf]33

33

xx

x

xxxx

+-

+

++--

;

10. 
[image: image123.wmf]2

2

2

2

x

x

x

+=

+

;
11. 
[image: image124.wmf](

)

2

22

1

1

11

xx

xx

++=

++

;
12. 
[image: image125.wmf]222

12121

xxxx

-=-+-

;
13. 
[image: image126.wmf]23

14326

xxx

-=-

.
14. 
[image: image127.wmf](

)

332

1311

xxxx

+=+--

;
15. 
[image: image128.wmf](

)

2

12141281

xxxx

--+=-

;
16. 
[image: image129.wmf]223

1

1

2

xxxx

-=-+

;
17. 
[image: image130.wmf]222

2242

3344

0

11361

xxx

xxxx

---

++=

---+

;
18. Дано функцію 
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19. Розв’яжіть рівняння
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застосовано 
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20. Скільки коренів має рівняння 
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2. Розв’язування систем.
Приклад 1. Розв’яжіть систему рівнянь
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Розв’язання

Оскільки з першого рівняння системи випливає, що 
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При такій заміні перше рівняння системи стає тотожністю, отже, треба розв’язати лише друге рівняння.
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Можна подати знайдені розв’язки через радикали, скориставшись відповідними тригонометричними формулами.
Відповідь:
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Приклад 2. Скільки розв’язків має система рівнянь
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Розв’язання
Перепишемо систему у вигляді 
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Покажемо, що кожне з чисел 
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Нехай 
[image: image164.wmf]cos

x

j

=

, 
[image: image165.wmf][

]

0;

jp

Î

,тоді 
[image: image166.wmf]cos3

z

j

=

, 
[image: image167.wmf]cos9

y

j

=

, 
[image: image168.wmf]cos27

x

j

=

. Отже, 
[image: image169.wmf]coscos27,

0;

jj

jp

=

ì

í

££

î

 
[image: image170.wmf]sin14sin130,

0;

jj

jp

=

ì

í

££

î

 
[image: image171.wmf],

14

.

13

0,;

k

k

k

p

j

p

j

jp

ì

é

=

ï

ê

ï

ê

í

ê

=

ï

ê

ë

ï

££Î

î

¢

 
[image: image172.wmf],0,13,

14

,1,13.

13

k

k

k

k

p

j

p

j

é

==

ê

ê

ê

==

ê

ë


Таким чином, вихідна система має 27 розв’язків.

Відповідь: 27 розв’язків

Приклад 3.  Розв’яжіть систему рівнянь 
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Розв’язання

Неважко довести, що якщо для гострих кутів 
[image: image174.wmf]a
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Нехай 
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   Звідси   
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Відповідь: 
[image: image188.wmf](
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Завдання для самостійного розв’язування
Розв’яжіть системи рівнянь:
1. 
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2. 
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3. 
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5. 
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6. При яких 
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3. Доведення нерівностей
Приклад 1. Довести, що при будь-яких дійсних 
[image: image197.wmf]a

 і 
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 виконується нерівність 
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Розв’язання

При 
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Нехай 
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. Вихідна нерівність набуває вигляду 
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Оцінимо  різницю     
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. Остання нерівність очевидна.

Приклад 2. Відомо, що 
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Розв’язання
Нехай 
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Приклад 3. Доведіть нерівність 
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Розв’язання

Перепишемо нерівність у вигляді 
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Завдання для самостійного розв’язування

1. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел 
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2. 
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3. 
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4. Доведіть, що при будь-яких дійсних 
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5. Додатні числа 
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6. Відомо, що 
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7. Відомо, що 
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8. Додатні числа 
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9. 
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 – дійсні числа з відрізка 
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10. Нехай 
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. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел 
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 виконується нерівність 
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11. При яких 
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4. Задачі на знаходження найбільшого і найменшого значень.
Приклад 1. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
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Розв’язання

Перепишемо задану в умові задачі рівність у вигляді 
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Відповідь: 
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Приклад 2. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
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Розв’язання

Перепишемо задану в умові рівність у вигляді 
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Відповідь: 
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Приклад 3. Серед усіх розв’язків системи 
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 знайдіть ті, при яких 
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 набуває найбільшого значення.
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Перепишемо систему у вигляді 
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Нехай 
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Звідси 
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Отже, 
[image: image312.wmf]ac
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 досягає найбільшого значення тоді, коли 
[image: image313.wmf](
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Відповідь: 
[image: image318.wmf]4
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Завдання для самостійного розв’язання

1. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image322.wmf]3
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, якщо 
[image: image323.wmf]22
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2. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image324.wmf]22

xxyy
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, якщо 
[image: image325.wmf]22
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3. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image326.wmf]2
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4. Числа 
[image: image327.wmf]a

 і 
[image: image328.wmf]b

 належать відрізку 
[image: image329.wmf][

]

1;1

-

. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image330.wmf](
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5. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image331.wmf]22
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6. Серед усіх розв’язків системи 
[image: image332.wmf]22
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 знайдіть такі, при яких 
[image: image333.wmf]ac
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 набуває найбільшого значення.
7. Серед усіх розв’язків системи 
[image: image334.wmf]22
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 знайдіть такі, при яких 
[image: image335.wmf]bd
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 набуває найменшого значення.

8. Знайдіть найбільше і найменше значення виразу 
[image: image336.wmf](
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5. Числа і числові послідовності.
Приклад 1. Числа 
[image: image337.wmf]123
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, причому сума їх кубів дорівнює нулю. Доведіть, що 
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Розв’язання

Нехай 
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 За умовою 
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)

(

)

3

333

1212

4coscos3

41

coscoscoscos3cos3cos3

333

nn

nn

jj

jjjjjj

-

+=+++-+++=

KK



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image347.wmf](

)

12

1

cos3cos3cos3

33

n

n

jjj

=-+++£

K

.
Приклад 2. Доведіть, що серед семи довільних різних чисел завжди знайдуться два числа 
[image: image348.wmf]x

 і 
[image: image349.wmf]y

 такі, що 
[image: image350.wmf]1
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Розв’язання

Нехай 
[image: image351.wmf]127
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 – дані числа. Для будь-якого числа 
[image: image352.wmf]a

 знайдеться таке число 
[image: image353.wmf];
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 , що 
[image: image354.wmf]atg
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. Нехай 
[image: image355.wmf]11
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[image: image356.wmf]22
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[image: image357.wmf]77
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. Розіб’ємо інтервал 
[image: image358.wmf];
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 на шість рівних по довжині неперерізних проміжків, п’ять з яких – півінтервали і один – інтервал, тоді серед чисел 
[image: image359.wmf]127
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 згідно з принципом Діріхле знайдуться принаймні два числа, різниця між якими менша за 
[image: image360.wmf]6
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. Нехай це числа 
[image: image361.wmf]j

 і 
[image: image362.wmf]y

, причому 
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. Тоді 
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. Оскільки 
[image: image367.wmf](
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Приклад 3. Нехай 
[image: image369.wmf](
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. Обчисліть значення виразу 
[image: image370.wmf](
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Розв’язання

Нехай 
[image: image373.wmf]xctg
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, тоді 
[image: image377.wmf]1
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. Поділивши останню рівність на 
[image: image378.wmf]ctgctgctg
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, одержимо 
[image: image379.wmf]tgtgtgtgtgtg

abgabg

++=

. З шкільного курсу тригонометрії відомо: якщо для гострих кутів 
[image: image380.wmf]a
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 має місце рівність 
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[image: image384.wmf]abgp

++=

. (Пропонуємо читачам це довести самостійно).
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Аналогічно 
[image: image386.wmf](
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Такі перетворення можна було виконати , бо 
[image: image393.wmf]1
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Відповідь: 
[image: image396.wmf]1
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Приклад 4. Послідовність чисел 
[image: image397.wmf]n
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, задана умовами 
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 і для всіх 
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Розв’язання

Оскільки 
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Завдання для самостійного розв’язування

1. Послідовність 
[image: image408.wmf]n
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 задана умовами 
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 і для всіх 
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. Доведіть, що: 1) 
[image: image412.wmf]0
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;  2) ця послідовність неперіодична.

2. Послідовність чисел 
[image: image413.wmf]n
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, задана умовами 
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 і для всіх 
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. Знайдіть 
[image: image418.wmf]2000
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3. Доведіть, що з будь-яких 13 різних чисел завжди можна вибрати два числа 
[image: image419.wmf]x

 і 
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 таких, що 
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4. Доведіть, що з будь-яких 5 різних чисел завжди можна вибрати такі два числа 
[image: image422.wmf]x

 і 
[image: image423.wmf]y

, що 
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5. Додатні числа 
[image: image425.wmf]a

, 
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 і 
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 такі, що 
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6. Чи існує 100-елементна множина, яка має таку властивість: разом з кожним числом 
[image: image430.wmf]x

 вона містить число 
[image: image431.wmf]2
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7. Послідовність 
[image: image432.wmf]n
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 задовольняє умови: 
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. Чи існує таке 
[image: image436.wmf]a
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8. Послідовність 
[image: image438.wmf]n
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 задовольняє умови: 
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. Вкажіть хоча б одне значення 
[image: image442.wmf]a

, при якому 
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9. Послідовність 
[image: image444.wmf]n
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 задовольняє умови: 
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 – такі числа, що 
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[image: image453.wmf]n
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 виконується нерівність 
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Висновки
Огляд задач, при розв’язуванні яких використовується тригонометрична підстановка, дає можливість зробити деякі висновки: 

1) якщо в задачі 
[image: image455.wmf]1

x
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, то корисною може бути підстановка 
[image: image456.wmf]sin
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 або 
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;
2) якщо в задачі зустрічається  рівність 
[image: image458.wmf]22
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, то часто буває корисним зробити заміну 
[image: image459.wmf]sin
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3) якщо в задачі зустрічається вираз 
[image: image461.wmf]2
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, то можна спробувати заміну 
[image: image462.wmf]2
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4) якщо в задачі зустрічається вираз 
[image: image464.wmf]2

1

x

+

, то можна спробувати зробити заміну 
[image: image465.wmf]xtg
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 або 
[image: image466.wmf]xctg

j

=

;
5) якщо в задачі зустрічається рівність 
[image: image467.wmf]1
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, то можна спробувати заміну 
[image: image468.wmf]2

xtg

a

=

, 
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 – кути деякого трикутника;
6) якщо в задачі зустрічається рівність 
[image: image472.wmf]xyzxyz
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, можна спробувати заміну 
[image: image473.wmf]xtg
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[image: image476.wmf],,
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 – кути деякого трикутника;

7) якщо в задачі проглядаються тригонометричні формули (косинус подвійного аргументу, косинус потрійного аргументу, тангенс подвійного аргументу, тангенс потрійного аргументу, тощо), то можна спробувати відповідну тригонометричну підстановку;

8) вирішувати, в яких випадках доцільно використовувати ту чи іншу тригонометричну підстановку, читачам допоможе їх власний досвід, здобутий при самостійному розв’язуванні задач.
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